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A. Antecedentes historicos

Durante mis afos de estudiante de doctorado en la Universidad de Santiago mi
amigo y maestro Enrique Vidal Abascal me hablaba a menudo con un gran
respeto, carifio y admiracion de un matematico espariol afincado en Argentina:
Luis Antonio Santalé Sors. Vidal-Abascal recurria a él con frecuencia para
plantearle cuestiones que se le iban presentando al estudiar algunos de sus
articulos. En efecto, segun él mismo me manifestd en reiteradas ocasiones, a
medida que iba estudiando el libro de Bieberbach, [B32], en los afios cuarenta,
se iba interesando por problemas de la naciente Geometria Integral; en
particular, por la Férmula de Steiner en espacios de curvatura constante, por el
estudio de las medidas invariantes en los espacios homogéneos y de los
invariantes integrales. En esta direccion, Vidal publica diversos articulos, (por
ejemplo, [VA 45, 47, 48]).

Vidal-Abascal habia sido compafiero de licenciatura en la Universidad de
Madrid de un hermano del Profesor Santalé y fue a través de él como se
relacionaron cientificamente Vidal y Santalo.

Durante las décadas de los afios cuarenta y cincuenta del siglo pasado, la
influencia en Espafia de la obra de Santal6 se extiende también a otros
matematicos, entre los que cabe resaltar Yafez, E. Garcia Rodeja y J. Sancho
de San Roman.

Puesto que todo espacio homogéneo define de una manera natural una
foliacion, en los afios sucesivos Vidal-Abascal se dedica al estudio y analisis de
las variedades foliadas en general y a la medida de sus hojas, [VA 66, 67a y
67b]. En esta linea, y bajo su direccion, yo mismo presento mi tesis doctoral en
Santiago en 1968. En efecto, yo estudié las variedades foliadas con métrica
casi-fibrada en el sentido de Reinhart.
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En 1967 se celebra en Santiago un Congreso Internacional de Geometria
Diferencial al cual asiste en calidad de profesor invitado Luis A. Santal6. Tuve
el placer y el honor de conocerle personalmente y apreciar su excepcional
personalidad, desde el punto de vista humano y no cientifico, ya que en aquel
momento mi formacion no me permitia aiun comprender y admirar la belleza y
rigueza de su conferencia, en la que propuso una definicion de las curvaturas
totales absolutas de un subconjunto cerrado del espacio euclideo, [S68b]. Esta
definicion resultaria clave para una gran parte de su obra, tanto desde el punto
de vista de la propia Geometria Integral como de sus aplicaciones a otras
especialidades cientificas, en particular a la Estereologia, especialidad
cientifica a la que me referiré posteriormente.

Con motivo de la jubilacion del profesor Vidal-Abascal en 1978 se organiza
nuevamente en Santiago un Congreso Internacional de Geometria Diferencial
al que también asiste el Profesor Santalé. En esta ocasion si tuve la
oportunidad de discutir con él varias cuestiones matematicas. Su posterior
visita a la Universidad de Valencia, durante este mismo viaje resultd de un
excepcional valor didactico y formativo para muchos jovenes investigadores en
Geometria en aquella universidad. Tuvimos entonces la oportunidad de hablar
con él sobre diversos aspectos de las lineas de investigacion que estaban de
actualidad en la Geometria Diferencial en aquel momento; en particular, sobre
algunas de sus lineas de investigacion.

A comienzos de los afios ochenta del siglo XX, y en colaboracion con mi
discipulo Salvador Segura Gomis, comienzo a interesarme seriamente por la
Geometria Integral al observar que el Problema Isoperimétrico estaba
directamente ligado tanto a la Geometria Integral como al Andlisis Matemético.
Inmediatamente observamos que este problema, tan antiguo e interesante,
estaba profundamente ligado a la Geometria Integral. Por ejemplo, una
demostracion elemental del mismo se puede ver en la primera parte del libro de
Santal6 sobre Geometria Integral y Probabilidad Geométrica, [S.76].

En noviembre de 1991 Santal6 imparte un curso de dos semanas en la Catedra
Ferrater Mora de Pensamiento Contemporaneo de la Universidad de Girona.
Por indicacibn suya, varios profesores de universidades espafiolas y
extranjeras fuimos invitados a participar en el mismo. Alli coincidi, entre otros,
con Fernando Affentranger y Cruz—Orive. Fue ésta una ocasion Unica para mi,
ya que me permitié entablar con el Profesor Santal6 y su familia una relacion
de amistad que no olvidaré jamas.

A este curso en Girona algunos dias me acompafid mi discipulo Gual, quien
también estaba interesado en la Geometria Integral. Desde entonces, Gual y
Cruz—Orive han publicado diversos articulos en los que, utilizando las técnicas
de la Geometria Integral y de la Estereologia, obtienen resultados en Tomogra-
fia, con interesantes aplicaciones a la Biomedicina.

En agosto de 1997 fui invitado por la Universidad de Buenos Aires a pronunciar
una conferencia en el Departamento de Mateméticas de dicha universidad.
Aproveché la asistencia a la misma del Profesor Santald6 para poner de
manifiesto ante una parte de la comunidad matematica argentina la importancia
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de su extraordinaria personalidad humana, de su excepcional obra cientifica,
asi como su influencia en la obra de numerosos matematicos espafioles y
argentinos en los ultimos sesenta afnos.

Revisando la historia del desarrollo de la Geometria Integral, se puede afirmar,
sin temor a cometer una equivocacion, que el origen de la esta especialidad se
encuentra en el problema de la aguja de Buffon, planteado a finales del siglo
XVIII por el naturalista francés del mismo nombre. Este problema, que en
principio parecia un juego o pasatiempo matematico, daria lugar al desarrollo
de una teoria matematica con entidad propia. Gracias fundamentalmente a la
obra de Poincaré y Blaschke y su escuela Entre los discipulos méas prestigiosos
de la escuela de Blaschke cabe sefalar a Chern y a Santald, quienes coinciden
durante algun tiempo en Hamburgo. En el primer tercio del siglo XX aparece la
Geometria Integral como una especialidad matematica con un contenido
propio.

Chern y Santal6 utilizan en sus trabajos el método de la referencia movil de
Cartan. Esta constituiria la herramienta mas potente para desarrollar toda su
obra matematica. Escritos en este lenguaje, sus trabajos sobre Geometria
Integral constituyen la base de esta disciplina hasta nuestros dias y son de
estudio obligado para todos aquellos interesados por el tema.

Desgraciadamente, al igual que muchos otros cientificos espafioles, Santal6
tuvo que abandonar Espafia debido a la guerra civil. Tras una breve estancia
en Francia y con la ayuda de Rey Pastor y Terradas (antiguos profesores suyos
en Madrid), se instala en Argentina, pais en el que desarrolla casi toda su
actividad como docente e investigador. Alli ejerci6 como profesor en varias
universidades, hasta su jubilacion como profesor de la universidad de Buenos
Aires.

El Profesor Santalé era una persona que estaba siempre interesada por los
problemas que le rodeaban. Desarroll6 su actividad en varios campos, entre
ellos, la investigacion en Geometria Diferencial; en particular, en la Geometria
Integral y en la Fisica Teorica. Sentia un gran interés por la Didactica de las
Matematicas en todos sus niveles, (en particular en las Ensefianzas
Secundaria y Universitaria), y su gran deseo era acercar las Matematicas a la
sociedad para hacerlas comprensibles a la comunidad cientifica en general (lo
que le convirtié en un gran divulgador cientifico). Santalé se preocup6 en poner
de manifiesto las aplicaciones de las Matematicas a otras ciencias; en
particular, a la Teoria de la Probabilidad Geométrica, a la Estadistica y a la
Fisica. Segun la relacién bibliografica que aparece en la memoria de Reventds,
Santald escribi6 mas de setenta articulos de divulgacion y educacion
matematica y veinticinco libros, todos ellos de un excepcional valor formativo,
didactico y pedagogico. Ademas de la enciclopedia sobre Geometria Integral a
la que me referiré posteriormente, por su impacto claridad y belleza, yo
destacaria [SRP51], [S53, 61b, 61c, 66] y [94].

Fueron multiples y muy diversas las repercusiones que ha tenido la obra de
Santald, asi como las lineas de investigacion que se abrieron a la comunidad
matematica interesada en la Geometria Integral y en sus aplicaciones. Es
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imposible exponer aqui toda la importancia que ha tenido ésta, tanto en su
faceta de investigador como de docente o escritor y divulgador. Por lo tanto
intentaré exponer aqui algunas de sus aportaciones, refiriéendome para ello sélo
a algunas de sus publicaciones mas prestigiosas.

Aparte de los articulos que aparecen en la bibliografia y a los que me referiré a
continuacion, en la Bibliografia Complementaria también se incluye una
relacion de otros trabajos de matematicos espafoles y argentinos basados en
su obra.

B. Un somero andlisis de la obra de Santal6

En 1976 publica el excepcional libro "Geometria Integral y Probabilidad
Geométrica", [S76]. Este se puede considerar una verdadera enciclopedia de la
Geometria Integral ya que en él se recogia toda la informacion bibliografica
existente sobre esta especialidad hasta aquel momento. Esta publicacion, que
puede ser considerada como una obra maestra sobre Geometria Integral
Clasica, y que fue traducida a varios idiomas, va por su segunda edicion en
inglés.

El libro esta dividido en cuatro partes o apartados con contenidos encadenados
y al mismo tiempo perfectamente diferenciados y algunas veces autbnomos.

B.1. Geometria integral en el plano

El Apartado | lo constituyen los primeros ocho Capitulos que forman una unidad
adecuada para un excepcional curso de Geometria Integral en el espacio
euclideo de dimension 2 a nivel elemental. Esta basado fundamentalmente en
articulos que Santal6é habia publicado anteriormente, ([S36a, 36b, 40, 53], entre
otros). Finaliza con algunas aplicaciones de la Geometria Integral a reticulos
(mosaicos) en el plano, en las que incluye interesantes ejemplos practicos.

B.2. El teorema de Chern - Blascke - Santal6 y sus aplicaciones

La mayor parte de los resultados de Geometria Integral que aparecen en el
Apartado | son generalizables tanto a los espacios euclideos como a los de
curvatura constante de cualquier dimension. Para ello, es necesario utilizar la
teoria de las variedades diferenciables, en particular de los grupos de Lie, de
los espacios homogéneos y sobre todo el método de la referencia mévil de
Cartan. En esta direccion todavia existen interesantes problemas abiertos.

Gran parte de la obra de Santal6 sobre Geometria Integral General en espacios
euclideos consistié en considerar ésta desde el punto de vista de los espacios
homogéneos; esto es, espacios con un grupo de transformaciones actuando
transitivamente sobre ellos y con un subgrupo que mantiene fija una cierta
estructura. La medida de conjuntos de objetos geométricos incluidos en tales
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espacios la define con la condicion de que dicha estructura resulte invariante
por el grupo de transformaciones.

En el Apartado Il del libro se sientan las bases de la Geometria Integral
General, utilizando para ello el Teorema de Blaschke—Chern—-Santal6, ((10.3)
Cap. 10 de [S76]). A partir de las propiedades de los grupos de Lie y de los
espacios homogéneos, se dan las condiciones para que existan medidas
invariantes. Basandose en la estructura infinitesimal del grupo de los
movimientos euclideos, se finaliza esta parte con interesantes resultados sobre
densidades invariantes de subespacios lineales, [S50a, 54, 67D].

B.3. La densidad cinematica

En el Apartado Il Santalo recopila algunos resultados de varios articulos suyos
sobre la Geometria Integral del espacio euclideo de dimensién arbitraria y hace
una exposicion clara y concisa de los principales resultados, (entre otros, utiliza
[S52b, 55, 56, 67b, 70 y 75]). Todo este Apartado se dedica a analizar las
propiedades de las medidas promediadas (0 equivalentemente, las integrales
de las curvaturas medias normalizadas) de un subconjunto, asi como las
relaciones que existen entre ellas, buscando siempre aplicaciones a la
Probabilidad Geométrica. Son fundamentales las generalizaciones de las
formulas de Crofton (que aparecen en los fundamentos de la teoria de la
Probabilidad Geométrica, ([G84, p. 135]), la obtencion de la formula de Steiner
y las diversas expresiones que él obtiene para la "densidad cinematica". Cabe
seflalar que Chern también se interesé frecuentemente por problemas
relacionados con la densidad cinematica y public6 varios articulos
complementarios de los de Santaldé, [CH 52, 66]). Por su trascendencia e
importancia, estos articulos aparecen también incluidos en el libro de Santal6 al
gue me estoy refiriendo, [S76].

B.4. Geometria integral no-euclidea

Los dos primeros Capitulos del Apartado IV estan dedicados a la Geometria
Integral en espacios de curvatura constante; esto es, a la Geometria Integral en
espacios no-euclideos. Santalé escribi6 muchos e interesantes articulos en
esta direccién, pero quizas el basico haya sido el fasciculo de la Comision
Nacional de la Energia Atdbmica de Buenos Aires, [S52b]. En todos ellos
extiende muchas de las propiedades de la Geometria Integral de los espacios
euclideos a loa espacios de curvatura constante no nula. En esta direccién
cabe sefalar la Formula de Steiner, sus generalizaciones y propiedades,
([S50b, 63b], asi como las Férmulas de Cauchy y Kubota, [S42, 43b, 80a, 80b].
Algunos de estos resultados ya fueron extendidos a espacios simétricos,
[GAMN]. Santal6 define ademas nuevos conceptos; por ejemplo, para el caso
de curvatura negativa, la convexidad por subconjuntos que se comporta como
los conjuntos euclideos, ([S67a, 68a, 69] y [SY72]).

Santal6 planteaba a menudo en sus articulos nuevos e interesantes problemas,
alguno de los cuales sigue abierto en la actualidad, (por ejemplo, [S63b, p.
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137]). El estudio de la Geometria Integral en espacios de curvatura constante
ha sido extendido en varias direcciones por un gran nimero de matematicos
espafoles, entre los que se podrian sefalar: Vidal-Abascal (Santiago), Naveira
y Miquel (Valencia), Reventds, Gallego y Solanes (U. A. Barcelona), Gual y
Maso6 (Castellén) y Tarrio (A Corufia). Muchos de estos matematicos han
publicado con frecuencia trabajos sobre este tema realizados conjuntamente
por miembros de un mismo grupo o de grupos diferentes (véase por ejemplo:
[GR85], [BM99], [BM02], [BGRO01], [GR99], GS01], [NT97].)

El apartado IV y el libro en si concluye con algunas consideraciones sobre la
Geometria Integral de Foliaciones, la Geometria Integral sobre espacios
complejos, la Geometria Integral Simpléctica y la Geometria Integral desde el
punto de vista de Gelfand y Helgason.

B.5 La Estereologia

Quizas la contribucién mas importante de Santal6 a las ciencias aplicadas haya
sido sentar las bases para el nacimiento de una nueva especialidad: la
Estereologia. En efecto, Santalé presenta en [S76. p. 282] el objetivo basico de
esta especialidad “como determinar la medida de distribucién de particulas
convexas distribuidas aleatoriamente en el espacio euclideo de dimensién tres
a partir de la medida de distribucion de sus secciones con figuras aleatorias de
forma conocida” (por ejemplo, un cuerpo convexo, un cilindro, un plano, una
banda o una linea). En la actualidad la Estereologia es una ciencia
interdisciplinaria que relaciona materias aparentemente tan dispares como
Biologia, Ingenieria, Mineralogia, Metalurgia, Biomedicina, Geometria vy
Estadistica.

El Capitulo XVI del libro [S76] esta dedicado integramente a exponer las bases
y algunos métodos de esta especialidad que, como se ha indicado
anteriormente, tiene mdultiples aplicaciones practicas. Asi, se pueden estimar
volumenes, areas, longitudes, nimeros de particulas, formas de cuerpos, etc..
Son multiples las aplicaciones de esta especialidad a otras ciencias; en
particular, a la Biomedicina. En esta direccion, en Espafia cabe destacar el
trabajo que sobre este tema estan realizando actualmente Cruz-Orive de la
Universidad de Cantabria y Gual de la Universidad Jaime | de Castellon. De su
extensa produccion cientifica en esta linea resaltaria [GA97] y [GACO98, 00].

Me atreveria a afirmar que el "germen" de la Estereologia se encuentra en
[S43a] cuyo titulo es bien expresivo: "Sobre la distribucion probable de
corpusculos en un cuerpo, deducida de la distribucibn en sus secciones y
problemas anélogos". Por su parte, Elias, en la década de los afios sesenta,
propuso la siguiente definicién: "La Estereologia trata sobre un conjunto de
meétodos para la exploracion del espacio de dimension tres cuando sélo son
conocidas secciones de dimension dos por conjuntos sélidos o bien sus
proyecciones”.

B.6 Geometria Integral en los espacios de Riemann
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La Geometria Integral en espacios de Riemann de curvatura no constante no
puede basarse en el mismo principio con el que se construyo la Geometria
Integral de los espacios de curvatura constante ya que, en general, tales
espacios no admiten un grupo transitivo de transformaciones que preservan la
métrica ni un grupo transitivo de transformaciones que aplica geodésicas en
geodésicas. Asi, la densidad para un conjunto de geodésicas no puede ser
definida por la propiedad de ser invariante bajo un cierto grupo de
transformaciones. Sin embargo, como sefiala Santalé, se puede proceder
desde otro punto de vista y definir una medida para conjuntos de geodésicas y
conjuntos de puntos la cual, ain no siendo invariante bajo un grupo, tiene
propiedades de invariancia que la hacen interesante desde el punto de vista
geomeétrico. Santalé resuelve el problema para las foliaciones de dimension
uno en una variedad de Riemann, definiendo una medida invariante de
geodésicas. Aunque la Geometria Integral de Foliaciones esta sin estudiar en
casi toda su totalidad, hemos de sefialar las aportaciones a este tema
realizadas por Vidal-Abascal, Hermann y Dedecker, entre otros. Para poner de
manifiesto la importancia y trascendencia que han tenido algunos resultados
obtenidos por Santald, se puede citar por ejemplo una formula integral suya, (
[(29. 23), p. 237, S76]), que se refiere a una aplicacién de la medida de un
conjunto de geodésicas dependiendo de ciertos parametros. Esta formula sigue
siendo utilizada por un gran numero de mateméticos; entre los que yo
destacaria a Croke en la University de Pensylvania, [CR80, 84a Y 84b].

B.7 Contribucion de Santal6 a la geometria Integral Compleja

Como sefiala Santald, [S76, p. 338 - 344], la Geometria Integral Compleja
sobre espacios complejos no ha sido suficientemente desarrollada y mereceria
un estudio mas profundo. En un articulo del afio 1952 publicado en Amer. J.
Math., [S52a], Santal6 define y analiza la densidad cinemética del grupo
unitario y determina su volumen. También analiza densidades invariantes de
subespacios lineales. En [NG92] y [N93], se han analizado propiedades sobre
densidades invariantes de subespacios complejos. Evidentemente, el grupo
estructural de la Geometria Integral en el espacio euclideo complejo es el
grupo unitario y una gran cantidad de propiedades de la Geometria Integral
Real se puede trasladar sin grandes dificultades al caso complejo. En esta
geometria también es posible definir las medidas promediadas; sin embargo,
no parece facil obtener una férmula del tipo de la de Steiner para dichas
medidas. Si fuese posible dar una explicacion geométrica natural de las
mismas, ésta permitiria, casi con seguridad, desarrollar toda la teoria de la
Geometria Integral Compleja.

B.8 La Geometria Integral en la concepcion de Gelfand

El término Geometria Integral también fue usado en la bibliografia matematica
en un sentido aparentemente diferente del de la escuela de Blaschke — Santalé
- Chern. A comienzos del siglo XX, J. Radon, [R17], probé que una funcion
diferenciable sobre el espacio euclideo de dimension tres puede determinarse
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explicitamente por medio de sus integrales sobre los planos. En torno a esta
idea se construye la teoria matematica de la "Transformada de Radon", la cual
esta relacionada con la transformada de Fourier de una funcion, [H84, p. 99].

La interpretacion clasica de los rayos X se puede ver como un intento de
reconstruir propiedades de un cuerpo de dimension tres utilizando para ello la
proyeccion de estos rayos sobre un plano. La interpretacibn geométrica
moderna de la accion de los rayos X y de muchos otros elementos utilizados en
la Medicina actual se puede hacer utilizando la transformada de Radon, [C63,
64], [H84]. Aunque los dos conceptos de Geometria Integral (escuelas de
Blaschke, Santalé y Chern por una parte y las de Gelfand y Helgason por otra)
parecen no estar relacionados, Guillemin, [G84], en una observacion al
margen, indica que en efecto si lo estan, a través del célculo de las medidas
promediadas. En 1977 se publica en el Bull. Amer. Math. Soc. un articulo
excepcional titulado: "Aspectos matematicos y practicos del problema de
reconstruir objetos a partir de radiografias”, [SSW77]. En él la matemética
utilizada es fundamentalmente la teoria de la Geometria Integral que aparece
en [SK78], [Z80] y [H84]. Asi, es posible explicar desde un punto de vista
matematico todas las actividades médicas de la Tomografia. Esta rama del
Andlisis y de la Geometria experimentd un considerable desarrollo durante los
dltimos afios. Esta fundamentada en la obra matematica de Gelfand, [GG59,
69], [GGY66] y Helgason, [H63a, b, c], [H84], entre otros. En el Gltimo apartado
de su libro Santal6 nos invita a profundizar en el estudio de esta nueva técnica
y en este momento ésta parece una de las lineas de investigacibn mas
interesante en el campo de la Geometria Integral. Durante los ultimos afios de
su vida, y siempre que le era posible, Santal6 asistia a todos aquellos
congresos que sobre el tema se venian celebrando; en particular, los que
patrocinaba la American Mathematical Society.

Santal6 también se refiere a la Geometria Integral Simpléctica, [S76, p. 344 —
345], indicando que este tipo de geometria ha sido muy poco estudiada y que
mereceria un estudio mas profundo. En esta direccion, los resultados mas
recientes se han conseguido en la linea de Gelfand y Helgason.

C. Repercusioén cientifica de la obra de Santal6
C.1 Consideraciones finales sobre la obra de Santal6

Aunque el libro "Geometria Integral y Probabilidad Geométrica" recopila una
gran parte de la produccibn matematica del autor hasta la fecha de su
publicacion, existen algunos articulos muy interesantes cuyo contenido no
aparece reflejado explicitamente en el libro. Por ejemplo, en "Sobre los
sistemas completos de desigualdades entre tres elementos de una figura
convexa plana”, [S6l1a], Santalé retoma un viejo problema de Blaschke en el
que se pretendia determinar una figura geométrica convexa a partir de un
grupo de desigualdades entre numeros que debian tener un significado
geométrico. Santalé plantea un total de 20 casos, de los que resuelve 6 y dos
conjeturas. Estas han sido probadas por un grupo de investigacion de las
universidades de Alicante y Murcia del que forman parte, entre otros Segura
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Gomis, Hernandez Cifre, Salinas y Herrero, entre otros [HCSGO00] y [HCO0O]. En
esta direccion existen aun una gran cantidad de problemas abiertos.

La produccion cientifica de Santald6 continué todavia durante los afios
posteriores a su jubilacion con la publicacion de varios articulos de gran
impacto, por ejemplo, [S88], si bien cabe sefalar que se dedicO con mas
intensidad a los problemas sobre la Didactica de las Matematicas, y a impartir
un gran numero de cursos y conferencias. Cuando en noviembre de 1991
impartié un curso en Girona, los alli presentes, y que nos considerdbamos sus
discipulos, le animamos a que preparase una publicacion con el contenido del
mismo. Este excepcional ensayo sobre "La matematica: una filosofia y una
ciencia", [S94], fue publicado en 1994.

A vista de péjaro, he intentado poner de manifiesto los aspectos que considero
mas sobresalientes en la obra del Profesor Santald. Al analizarla, se destacan
algunas caracteristicas fundamentales; a saber, su gran poder de abstraccion,
una brillantisima intuicion geométrica, y una sorprendente claridad expositiva.
No es nada extrafio, pues, que su obra haya tenido hondas repercusiones en la
comunidad cientifica y en la sociedad. Se puede afirmar con absoluta
seguridad que, hombres como Santaldé, seran siempre necesarios para el
desarrollo de las Matematicas, de sus aplicaciones y de su divulgacién. Por las
excepcionales y profundas contribuciones que el profesor Santal6 ha hecho a
la comunidad matematica y a la sociedad, deseo expresarle mi mas profunda
gratitud, respecto, carifio y admiracion. A propuesta mia, en 1999, ha sido
propuesto como Socio de Honor de la Real Sociedad Matematica Espafiola,
entidad de la que en aquel momento yo era Presidente.

C.2 Importancia internacional de la obra de Santalo

Resultaria muy extenso hacer un resumen de la importancia y repercusion de
la obra de Santald6 en la comunidad cientifica internacional. Solo
mencionaremos que sus resultados han sido aplicados tanto a la Geometria
Integral como a otras lineas de investigacion por matematicos de Estados
Unidos (Croke en Pensyvania, Howard en Carolina del Sur, Elias en Chicago,
Chern en Berkeley), Francia (Langevin en Dijon, Gorse en Paris y Alvarez-
Paiva en Nancy), Alemania (Sulanke en Berlin, Teufel en Stuttgart, Weyl en
Karlsruhe y Schneider en Friburgo), Rumania (Stoka), China (Ren De Lin ), en
Argentina todos sus discipulos, etc.

También quisiera destacar la labor conjunta que €l ha desarrollado con los
geOdmetras hispano-argentinos Balanzat y Yafez. Algunos de los articulos de
esta cooperacion resultaron fundamentales para posteriores investigaciones
por parte de algunos miembros de los Departamentos de Matematicas de las
universidades de Valencia y Autdnoma de Barcelona, entre otros.

Su libro-enciclopedia, [S76], ha sido traducido al ruso y es de uso obligado en
todos los cursos de doctorado y master especificos referidos a la Geometria
Integral.
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C.3 Algunas notas sobre la relacion de Santalé con la matematica espafiola

Pese al aislamiento cientifico que vivid la ciencia matematica espafiola en las
décadas centrales del siglo XX, el profesor Santald6 siempre mantuvo una
interesante relacion cientifica con algunos compafieros espafioles durante esos
afos. En particular, cabe destacar sus contactos con Vidal-Abascal y Garcia-
Rodeja (Santiago) y Sancho de San Roman (Zaragoza). A partir de la década
de los afios setenta, jovenes matematicos espafioles comienzan a estudiar su
obra y a escribir interesantes articulos de investigacion. Asi, cabe destacar
diversas publicaciones de Tarrio (La Corufia), Gual (Castellén), Segura, Salinas
y Pastor (Alicante) Hernandez-Cifre (Murcia), Reventés, Gallego y Solanes
(Barcelona), Cruz-Orive ( Santander) y Naveira (Valencia ).

C.4 Algunas notas sobre la relacion de Santalé con la matematica argentina

No tuve la oportunidad de estudiar y conocer a fondo la trayectoria cientifica de
los discipulos del Profesor Santald6 aqui en Argentina. Segln mis
averiguaciones, en Argentina Santald dirigi6 doce tesis doctorales en la
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad de Buenos Aires:
Varela (1952), Ayub (1955), Luccioni (1963), Conton (1973), Noriega (1976),
Keilhauer (1980), Berman (1980), Gutiérrez (1985), Molter (1985), Gysin
(1987), Affentranger (1988) y Berenice (1988), todas ellas

en el area de Geometria y especialmente en Geometria Integral.

La Dra. Birman, como especialista en la obra cientifica del Profesor Santalo,
figura en nuestro Comité Editorial de la “Selecta”. Al Dr. Affentranger le
encontré en 1994 y tuve la oportunidad de mantener con él interesantes
discusiones cientificas.

D. Una consideracion de aspecto docente

La primera parte de [S76], considerada por muchos de nosotros como su obra
mas importante, es asequible a los alumnos universitarios de primer ciclo. Sin
embargo, para estudiar la segunda se requiere un conocimiento bésico de la
teoria de Variedades Diferenciables y Grupos de Lie. El Profesor Santalé hace
un somero andlisis de estas materias en los Capitulos 9 y 10 de su libro. La
razon es que toda la Geometria Integral en el sentido de Blascke, Chern y
Santalé estd fundamentada en el andlisis de las propiedades invariantes bajo
las acciones de grupos que actlan sobre espacios homogéneos. Por la
bibliografia especializada, es bien sabido que a todo espacio homogéneo se le
puede dotar de una estructura de variedad diferenciable. Personalmente
considero que todo estudiante interesado en el estudio de la Geometria Integral
deberia poder tener la posibilidad de seguir un mini-curso sobre “Teoria general
de Grupos de Lie con aplicaciones a los Espacios Homogéneos y a la
Geometria Integral’. El nivel seria a caballo entre el dltimo afio de la
licenciatura en Ciencias Mateméticas y el primero de Doctorado. En el mismo
se debe procurar mostrar a los alumnos la interrelacion de la Geometria de
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Riemann con la de los Grupos de Lie, poniendo de manifiesto las aplicaciones
a los Espacios Homogéneos en general pero, en particular, a la Estereologia.
En esta linea considero basica la interesante conferencia de Santalo sobre este
tema publicada en la Real Academia de Ciencias de Madrid, instituciéon de la
que fue académico correspondiente.

E. Edicion de la “Selecta” sobre la obra del Profesor L. A. Santal6

E.1 Antecedentes

Sin temor a equivocarnos, podemos afirmar que el Profesor Santal6 constituye
uno de los matematicos hispano-argentinos de mayor calidad cientifica y
reconocimiento internacional del siglo XX. Auné en su persona las dos facetas
fundamentales de un buen profesor. la excelencia investigadora,
fundamentalmente en el campo de las Geometrias Diferencial e Integral, y la
preocupacion e interés por la docencia y la educacibn mateméatica. Se
preocupd especialmente por la mejora de la formacion cientifico-didactica de
los profesores de las ensefianzas tanto a nivel primario como secundario.

En reconocimiento de toda su labor tanto en el aspecto cientifico como docente
fue distinguido con varios galardones de reconocido prestigio internacional;
entre otros, con el premio Principe de Asturias de Investigacion Cientifica y
Técnica en 1977. También, como premio a su excepcional valia cientifica y
humana, la Universitat de Valencia (E.G.), le concede su medalla.

Teniendo en cuenta que una gran parte de su produccién cientifica esta
agotada y otra es de una dificil localizacién, a un grupo de compafieros
espafioles y argentinos nos parecié de sumo interés llevar a cabo el proyecto
de publicar lo méas importante de su produccion cientifica. Asi, en colaboracién
con los profesores Reventos, de la Universidad Autbnoma de Barcelona, Gual,
de la Universidad Jaime | de Castellén y Birman, de la Universidad Nacional del
Centro de Buenos Aires, estamos llevando a cabo proyecto de publicar una
“Selecta” de su obra cientifica en la Editorial Springer-Verlag. Consideramos
que se trata de una labor cientifica de gran interés, tanto para las comunidades
matematicas espafiola y argentina como para la internacional, ya que muchas
de sus obras estan publicadas en revistas y monografias de difusion reducida y
a veces son dificiles de localizar.

Analizando su dilatado curriculum académico, se observa que publico
aproximadamente 200 articulos cientificos, de los que la casi totalidad
aparecen recensionados en el Math. Sci. y en Zentr. Fur Math. Escribio 24
libros de los que 11 son relativos a su especialidad y los restantes son
monografias, muy interesantes, pero de limitada difusién a nivel internacional.
También, a lo largo de su carrera cientifica asistio a mas de treinta congresos
de su especialidad.



A. M. Naveira Sobre la labor investigadora en Geometria Integral de Luis A. Santalé 12/24

Segun cualificados especialistas en el area de la Geometria Diferencial, a
Santald, junto con Blaschke, Chern y Hadwiger, se le puede considerar como
una de las maximas autoridadades mundiales del siglo XX en el campo de la
Geometria. Su obra “Integral Geometry and Geometric Probability” publicada
en “Encyclopedia of Mathematics and Its Applications”, [S76], que fue reeditado
en 2004, es de estudio obligado en todas las universidades y centros de
investigacion en los que existan grupos interesados en la Geometria Integral y
en sus aplicaciones practicas. Como se ha sefialado anteriormente, sus
investigaciones tedricas en Geometria Integral han permitido a Elias (en
representacion de un grupo de cientificos interesados en el tema) en la década
de los afos sesenta del siglo pasado) sentar las bases de una nueva ciencia
aplicada con interesantes aplicaciones tanto a la Biomedicina como a la
Mineralogia: la Estereologia. Esta es una parte de la Matematica Aplicada que
estudia propiedades cuantitativas de un cuerpo a partir de secciones planas
que se le practican, a partir de proyecciones sobre el plano; esto tiene gran
relacion con la Tomografia Axial Computerizada (el TAC), que es un método de
exploracidon médica muy usado y muy eficaz en la actualidad.

A lo largo de nuestra, (en algunos casos ya dilatada,) vida académica los
integrantes del Comité editorial de este proyecto tuvimos la oportunidad y el
inmenso privilegio de gozar de la amistad personal del insigne cientifico y
matematico hispano-argentino Luis A. Santalé. A medida que analizdbamos su
obra cientifica, la ibamos encontrando mas interesante, tanto por si misma
como por sus aplicaciones a otras ciencias; en especial a la Biomedicina, (via
la Estereologia).

En 1991 y durante dos semanas, con ocasion de la celebracion de un
interesante seminario que él estaba dirigiendo en la Catedra “Ferrater Mora” de
la Universidad de Girona, tuve la oportunidad de compartir con él seminarios y
conversaciones personales que jamas olvidaré. Fue ésta una ocasion Unica
para poder conocer su inmensa humanidad, su trato afable y cordial, su deseo
de ayudar a los mateméticos (en particular a los argentinos y espafioles) y su
aspecto humano y trato afable y siempre desinteresado. Como ya dije
anteriormente, la Gltima vez que tuve el honor de gozar de su presencia fue con
motivo de una invitacién en la Universidad de Buenos Aires en septiembre de
1997, durante la cual pronuncié una conferencia que versé sobre “La relacion
de la obra de Santal6 con la de algunos matematicos espafioles”.

Durante el curso de Girona, al que ya me referi anteriormente, Santaldé también
tuvo la oportunidad de conocer al, entonces un joven investigador, Gual quien,
como también se indicO anteriormente, en la actualidad desempefia una
interesante labor cientifica en la Universidad de Castellon, aplicando las
técnicas de Santal6 a la Estereologia. De hecho ha recibido algdn premio
importante por sus trabajos en esta direccion y actualmente forma parte de un
grupo de investigacion en colaboracion con el Hospital “La Fe” de Valencia.

Reventds, de la Universidad Autbnoma de Barcelona, viene interesandose
desde hace varias décadas por el estudio y andlisis de la Geometria Integral,
siguiendo fundamentalmente las ideas de la obra de Santalo.
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G. Birman, que desarrolla su actividad cientifica en la Universidad Nacional del
Centro de Buenos Aires, fue una estudiante de Santald en la Universidad de
Buenos Aires y, posteriormente, realizd bajo su direccion su tesis doctoral.
Posteriormente, y continuando en parte con las lineas de investigacion de la
Geometria Integral, realiza una parte de su actividad investigadora bajo la
supervision y en colaboraciéon con Nomizu, de la Brown University.

Como se puede ver en el curriculum de todos los componentes del Comité
Editorial del Proyecto “Selecta” de Santald, todos sus componentes dirigieron
varias tesis doctorales y publicaron algunos articulos de investigacion siguiendo
sus ideas. Ademas, muchos de sus discipulos estan siguiendo esta misma
linea de investigacion. Por ejemplo, S. Segura en la Universidad de Alicante,
Tarrio en la Universidad de A Corufia, Gual en la de Castell6on, Gallego y
Solanes en la Autonoma de Barcelona, etc..

Desde hace varios afios todos los componentes del equipo venimos
manteniendo una cordial relacion personal con la familia del Profesor Santald;.
Cuando fue propuesta a la familia la idea de la realizacion de este proyecto,
ésta nos dio toda clase de facilidades para poder analizar en su casa de
Buenos Aires toda su obra publicada o pendiente de publicacion

E.2 Interés del proyecto “ Selecta” sobre la labor cientifica de Santal6

Los integrantes de este Comité Editorial consideramos que este proyecto es de
un gran interés cientifico para la comunidad matematica tanto nacional como
internacional. Seria una forma de poder poner en circulacion y de una manera
muy asequible la parte de la produccién del profesor Santal6 que, nuestros
asesores y nosotros, consideramos mas importante. En especial, se considera
que este trabajo es del sumo interés para los jévenes investigadores ya que
existen en la obra de Santalé6 muchos problemas abiertos e interesantes lineas
de investigacion todavia abiertas a la comunidad cientifica interesada. En esta
direccion, y siempre que ello sea posible, es nuestra intencion afiadir a cada
articulo seleccionado para la “Selecta” un “comentario” realizado por un
especialista, analizando aquellos aspectos cientificos que se consideren mas
relevantes en la obra publicada, problemas abiertos, lineas a seguir, etc. Estos
comentarios serian realizados bajo la propia responsabilidad de los
especialistas que analicen cada articulo (o grupo de articulos) que apareceran
en la “Selecta”. Este es un método de trabajo que la editorial Springer-Verlag
ya viene aplicando en las publicaciones de sus Ultimas “Selecta”. En este
momento tenemos seleccionados 53 articulos de aproximadamente 700
paginas en total.

Para poder poner de manifiesto el interés que este proyecto ha suscitado en las
comunidades matematicas espafiola y argentina disponemos de la ayuda moral
de varias instituciones cientificas de una valia excepcional. Entre ellas, cabe
destacar el Departamento de Mateméticas de la Universidad de Buenos Aires,
la Real Sociedad Matematica Espafiola, la Real Academia de Ciencias de
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Madrid, el Centro de Investigaciones Matematicas de Barcelona, la Sociedad
Argentina de Mateméticas y la Sociedad Catalana de Mateméticas.

Estando dirigida la publicacién de la “ Selecta” a un publico casi exclusivamente
especializado en la investigacion en el area de la Geometria Integral y en sus
aplicaciones, en colaboracién con el Director de la “Céatedra Santalé”, de la
Universidad de Girona, nos ha parecido interesante que ésta publique
simultdneamente un volumen en el que aparezcan expuestos los aspectos
humano, didactico, divulgador y comunicador del profesor Santalé. Esta labor
va a ser realizada por su director, el Profesor Barcelo.

E.3 Contenido de la “Selecta”

Es intencion del Comité Editorial encargado de llevar a cabo este proyecto
hacer la edicién de aquellos articulos de investigacion del Profesor Santalé que
ya estan preseleccionados para la “Selecta’. Como se ha indicado, sus
discursos, conferencias, articulos de divulgacion, etc., iran incluidos en parte en
la obra de Barcel6. El material restante podria quedar pendiente para un
estudio y andlisis posterior.

Es intencion del Comité Ejecutivo que su contenido sea el siguiente:

a) Un prélogo del Comité Editorial

b) Un prefacio a cargo de una insigne autoridad cientifica en el area de la
Geometria Diferencial.

c) Una pequefia coleccion de fotos del Profesor Santalé y sus entornos
familiar y cientifico

d) Una Biografia del Profesor Santalé con una relaciébn de todas sus
publicaciones

e) Un capitulo sobre Geometria Integral

f)  Un capitulo sobre Geometria Diferencial

g) Un capitulo sobre Geometria Diferencial e Integral Afin

h) Un capitulo sobre las aplicaciones de la Geometria Integral a la
Estereologia

i) Otros comentarios que se consideren importantes sobre la obra de
Santal6

Cada uno de los contenidos de los Capitulos de los apartados e), f), g) y h) iran
precedidos de una Introduccion de un maximo de 20 paginas cada una.

Tanto la biografia como las introducciones a los apartados indicados
anteriormente seran de responsabilidad Unica del Comité Editorial.

E.4 Posible difusion de la publicacién de la obra de Santal6

Al analizar la posible difusion de la publicacion de este trabajo se debe tener en

cuenta que se esta trabajando en una ciencia pura y que sus publicaciones son
de menor tirada que en otras especialidades de ciencias aplicadas. Segun
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datos estimativos a los que han llegado los miembros del Comité Editorial,
cabria esperar:

a)

b)

La posible difusion de la Selecta, que esta dirigida fundamentalmente a
investigadores, podria oscilar acerca del millar y medio de ejemplares, los
cuales serian adquiridos en su mayoria por las mejores bibliotecas
especializadas de todo el mundo. Un namero razonable de ejemplares seria
adquirido también por investigadores a nivel particulares. También esta
previsto que la edicién de la Selecta sea mayoritariamente en Ingles; sin
embargo, habra algunos articulos reproducidos en Espafiol (en particular,
su tesis doctoral).

También esperamos que la publicacion de algunas conferencias, seminarios
correspondencia cientifica (evidentemente, publicada con la debida
autorizacion de la familia), etc. por parte de la Céatedra Lluis A. Santalo de
Aplicaciones de la Matematica de la Universidad de Girona tenga un gran
interés para todas las bibliotecas de Ibero-América y también en los Centros
de Enseflanza Secundaria; asi como para muchos matematicos a titulo
individual. Teniendo en cuenta la elegancia, contenido y concisién de estos
escritos, éstos interesarian a cientificos de muchas areas, no solo a los
especialistas en el &rea de la Geometria Integral.
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